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Extension of Dirac’s Subtraction Formalism to Particles of Finite Size

Dirac’s subtraction formalism is extended to radiating particles of finite size. Irrespective of
the charge distribution the equation of motion contains run-away solutions. Hence the radiation

reaction is not well described by F*.
I. Einleitung und Zusammenfassung

In der klassischen Theorie der Strahlungsreak-
tionen * ist der Ausgangspunkt fiir die Beschreibung
der Riickwirkung des durch Beschleunigungen er-
zeugten Strahlungsfeldes auf ein Teilchen die
Lorentzsche Kraftdichte **

kll (xg) - S,,(IQ) Fret (xg) ’ (L 1)

wobei s, die elektrische Viererstromdichte und F}%;
das retardierte Eigenfeld des Teilchens ist.

Unter Einbeziehung der avancierten Losungen
Il der Maxwell-Gleichungen fithrt man die Felder

Pt =3 {Fr. + &)

F2 =3 {F — Fii}s (I,2a)
Fret = Ft{f L

und
K. =sF%; k. =s,F" (I,2b)

ein. F’! ist symmetrisch unter Zeitspiegelungen,
enthéalt die Coulomb-Energie und liefert keinen Bei-
trag zum Strahlungsfeld, wahrend die Antisymme-
trie von F** hinreichend fiir die Beschreibung der
Energie-Dissipation ist. £ erfiillt die freien Max-
well-Gleichungen, wie man es vom Strahlungsfeld
erwartet. Die Reaktionskraft sollte vollkommen in
K" = [k d3z stecken.

Es soll in dieser Arbeit gezeigt werden, daBl sich
Kt = fk’i d3z als zeitliche Ableitung einer GrofSe
P darstellen 1laBt (K% = — d P¥ [dz?), die nur vom
Reprint requests to J. Petzold, Fachbereich Physik der
Universitiat, Mainzer Gasse 33, D-3550 Marburg.

* Eine zusammenfassende Darstellung findet man bei
Th. Erber: The Classical Theories of Radiation Reaction
(1].

*E v} = (a0, a1,a2,28) = {20, 3n);

Sig {974} = {+ — — —1}; fls(ae) = Of (x)/0a".

Teilchenzustand in einem kleinen Zeitintervall von
der GroBenordnung des Teilchendurchmessers in der
Umgebung des betrachteten Zeitpunktes z0 ab-
hangt. Diese Abhangigkeit von einem Bahnsegment
impliziert eine gewisse Nicht-Lokalitdt in dem Aus-
druck von P’ (vgl. §1I), hervorgerufen durch die
Wechselwirkung des Teilchens mit sich selbst.

Falls das Teilchen stabil bleiben soll, miissen me-
chanische Spannungen die abstofenden Coulomb-
Krifte kompensieren, beide von gleicher raumlicher
Ausdehnung. Obwohl jene Spannungen im Prinzip
unbekannt sind, konnen sie doch nach den Gesetzen
der Relativitatstheorie Wirkungen nur mit Schall-
geschwindigkeit, d.h. Unter-Lichtgeschwindigkeit
weitergeben. Einen absolut starren Korper gibt es
namlich nicht [2]. Es treten also auch hier wie bei
den elektromagnetischen Kréften Retardierungs-
effekte auf, die sich wie dort in einer Art nicht-
lokaler Wechselwirkung zeigen miissen. Wenn die
mechanischen Krifte kein Gedichtnis besitzen,
keine Hysteresis-Effekte auftreten, dann sollten
sich die mechanischen Krifte in einem mechani-
schen Impuls P} .., manifestieren, der eine dhnliche
Struktur wie P4 hat. Dann kann man umgekehrt
auch P’ als einen Trigheitsterm ansehen.

Man mag nun die Hoffnung hegen, daB sich die
elektromagnetischen Nicht-Lokalititen in P# und
die entsprechenden mechanischen von P4 .., gegen-
seitig kompensieren, so dall man beide zu einem
lokalen Gesamtimpuls

Pu = P+ Phon. = muh

zusammenfassen kann. Dabei wire dann m die Ge-
samtmasse des Teilchens.

Da weder P*_ noch Pj .., Beitrige zur Reaktions-
kraft liefern, konnte die Zusammenfassung zumin-
dest in guter Niaherung sinnvoll sein. Es wiren dann
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gewisse Ansitze in der Literatur gerechtfertigt. Also
sollte (vgl. z.B. [1], S. 351)

d d
o Ph=——mut = K" + Kl

da? dad 13)

cine sinnvolle Bewegungsgleichung sein, insbeson-
dere da die fiir Punktteilchen divergente Coulomb-

II. Darstellung von K* als zeitliches Differential

Um die erwihnte Darstellung von K*

Aot (x0) = jDret (xe — Z0) sk (T0) AT =

J. Petzold - Extension of Dirac’s Substraction Formalism to Particles of Finite Size

Selbstenergie durch Absorption in P# formal elemi-
niert wurde. Eine Analyse von K” zeigt aber, dafl
es zu Selbstbeschleunigungslosungen Anlal gibt,
unabhéingig von der Grofle der Gesamtmasse. Die
Zerlegung des elektromagnetischen Feldes nach
(I,2a) scheint also unphysikalisch zu sein, womit
eine in der Literatur ([1], S. 350ff.) gehegte Hoff-
nung sich als unbegriindbar erweist.

zu finden, fithren wir zunédchst die Vektorpotentiale ein

sH(E, a0 F |x — x|)

dsz .

=/

av. av.

| — x|

Wegen des Ladungserhaltungssatzes s#, =0 konnen wir K* in die Form

d
Kt = Is,,lf i d3y = fspAﬂ” d3x — j‘spA’ﬂ”d% = j's,,AL'” d3r — o

bringen. Fiir das erste Integral zeigt man unschwer
"‘SyA:l‘# d3x = %J.(stﬁL” — sy'# A% )d3x 4 gHo

& [Sy’/‘ (xr’xo —

N . 0 d 1 § am
su(E, 20+ A|x — x|)] + g# 4o Ejst+dx:-—

Dabei iiberlegt man sich leicht, dafl in den Inte-
gralen nur Raum-Zeit-Gebiete eine Rolle spielen,
die von der Grofenordnung des Teilchendurchmes-
sers und derjenigen Zeiten sind, die das Licht zum
Uberstreifen des Teilchens benétigt (wobei diese
sich nur mit Unterlichtgeschwindigkeit forthewegen
konnen). Also 1aBt sich K“ als zeitliches Differen-
tial der GroBe

— P = —pf, —fs,,ALd%
schreiben. Diese hingt nicht von der gesamten Teil-
chenbahn bzw. Vorgeschichte der Partikel ab, son-
dern nur von einem Bahnsegment von der Grofen-
ordnung des Teilchendurchmessers in der Umge-
bung der betrachteten Hyperfliche 20 = const.
Aquivalent dazu kann man sagen, daB das ,,Wir-
kungsintegral

220
(K% dzd = — PY (29) + PY ()
0

nur von den Systemeigenschaften in der mikro-
skopischen Umgebung der Randpunkte a{ abhingt.

- [s04% d3z

d 1 v 43 d 3,43
dxoEIS;vAdex:—H;:B*WJ.dxde.dl
(1 —2)|x—=x|)s(@, a0+ A|x — x|) — sy(ar, 20 — (1 — 2)|x — %])

ot
da0 Py

Durch die Wegunabhéangigkeit von J.K‘jr da0 wird
eine Art ZustandsgroBe definiert. Hingegen ist die

Z2
Riickwirkung f K" dx0nicht unabhangig vom Weg
©°

des Teilchens zwischen den Randpunkten, vielmehr
geht die ganze makroskopische Teilchentrajektorie
zwischen 2 und 23 ein, so wie man es fiir einen
Abstrahlungsterm erwartet ; denn die abgestrahlten
elektromagnetischen Felder sind bekanntlich von
den jeweiligen Beschleunigungen abhingig.

III. Analyse von K* in der linearen Niherung

Das Strahlungsfeld F**, das den freien Mawxell-
Gleichungen geniigt, stellt man bequem durch die
Vektorpotentiale 4”  in der Coulomb-Eichung dar;
denn fiir diese gilt hier 4% ;=0; A" ;;,, =0, sodaB
man nur zwei unabhingige Felder zu beriicksichti-
gen braucht. Explizit lautet

A% ¢ (22)

=} [ Dig*(we — 2) sy (32) d4E (II1,1)
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mit
ik
D! (x0) = @ap /'Zk" "Rt g
kn km
'{9""‘ + %0 ﬁ} (I11,2)

als transversaler Ausbreitungsfunktion des Lichtes.

Ahnlich wie in § IT erhilt man
K% (20) = [ 8, A"V, d3 (I11,3)

1 40 _d_j‘ A* .43
_( —g )dxo SoA_¢d®x.

m 0 _d;_ m 3
K" (%) ~ — a0 _fsoA_Cdx
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Hiervon wollen wir die erste Niherung in den Be-
wegungsgrofen diskutieren; d.h. fiir sehr kleine Ge-
schwindigkeiten und so schwache Beschleunigungen,
daB man von Deformationen des Teilchens absehen
kann. Unter diesen Voraussetzungen ist

sn (a7, 20) = g (a7 — £(a0)) o7 (x0), (I11,4)
wobei £7(20) die Bahn des Teilchenschwerpunktes
und v”?=(d/dx0)&” dessen Geschwindigkeit und
o (z7) die Ladungsdichte im Ruhesystem ist. Damit
wird

s Tl — ) 1D (0 — 29, 27 — 39) g (2 — E(30) va (39) v sz

=— % [o(ar) 1 Diin (20 — 20, &5 — &5 + £ (a0) — £ (30)) 0 (&) v (39) A3z d 42 .

Das Integrationsgebiet ist von gleicher Art wie in § II beschrieben. Wir kénnen in der betrachteten

Naherung konsequenterweise die Abhéngigkeit von
z0
£(a0) — £(20) = [v¥(7)dr

vernachlédssigen und erhalten

d
K" (2%) ~ — 0 fg(x’) I D{™(R0, a8 — &%) o (&) d3x d3Z vy (20 — £0) d0.

Weitere Vereinfachungen bringt die Annahme rotationssymmetrischer Ladungsdichten ¢ = o(r), denn

mit (II1,2) erhalt man

3 fo(r) DR (30, 28 — 29) (7) A% d3F = Jgmn (1/30) M (29),

wobei zur Abkiirzung

M (30) = (1/47) [o(r) {0(a® + |x — %|) + 0(2® — | x — x|)} o(F) d3x d3E (I11, 5)
gesetzt wurde. Dann nimmt schlieflich die Reaktionskraft die Form an:
K™ (2% ~ — ) | M (&0) L vm (20 — 0) 0, (I11,6)
B dz0 3 Z0 ’

Fiir punktférmige Teilchen geht (III,6) unter Be-
achtung von (III,5) in den bekannten Schott-Term

K" ~— i v (x0)
iiber, der zu den Selbstbeschleunigungslésungen An-
laB gibt. Doch solche Lésungen treten auch dann
auf, wenn man (IIL,6) in die Bewegungsgleichung
fiir freie Teilchen (nach (I,3)) einsetzt, ohne den

Ubergang zu Punktteilchen zu machen (wobei ent-
sprechend den Ausfithrungen des §I der nicht-
lokale Term K* und die mechanischen Anteile zu-
sammengefalt und in mv reduziert dargestellt
werden):

1
mo(x0) + é | M (z0) ) V(20 — 39)dz0 =0 .
(IIL,7)
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Diese Gleichung kann man allgemein, wegen des
Auftretens des Faltungsintegrals beziiglich der Zeit,
mit Hilfe der Laplace-Transformation zu 16sen ver-
suchen. Da wir aber nur daran interessiert sind, das
Auftreten von Selbstbeschleunigungslésungen nach-
zuweisen, gehen wir in (IT1,7) mit dem Ansatz

v(20) = €e"® mit y>0

ein und erhalten unter Beachtung von M (20) =
M (— 29) fiir v die Gleichung

1 Sinh y 70

m=- I M (50— A0 (I11,8)

Fiir definite Ladungsdichten ¢ = 0 ist nach (IIL,5)
M (&%) =0 und daher ist fiir y > 0 die rechte Seite
von (III,8) positiv. Sie verschwindet fiir y =0 und
wichst wegen

1

stirker als linear in p an. Daher gibt es immer ein
y >0, das fiir eine beliebige Gesamtmasse m (I1I,8)
befriedigt. Da kein Ubergang zum Punktteilchen
gemacht wurde, ist die Coulomb-Energie endlich.
Es treten also selbst dann Selbstbeschleunigungen
auf, wenn die Gesamtmasse grof} gegen die elektro-
magnetische Selbstenergie ist.
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Dieses Ergebnis scheint dem Herglotz-Wilder-
muth-Theorem zu widersprechen, nach dem Selbst-
beschleunigungen dann auftreten, wenn die Gesamt-
masse kleiner als die elektromagnetische ist ([1],
S. 377ff.). Das ist nicht der Fall, denn dort werden
itber die mechanischen Eigenschaften des Systems
andere Annahmen als bei uns gemacht: sie werden
allein durch einen lokalen Term

d

a:;:o Mimech, UM
dargestellt, was aber nach den Ausfithrungen von
§ I recht unphysikalisch ist.

Wenn man also die Bewegungsgleichung fiir ein
geladenes, strahlendes Teilchen nach Dirac redu-
ziert, treten unter ganz allgemeinen Bedingungen
Selbstbeschleunigungslosungen auf. Diese sind nicht
unbedingt eine Folge des Uberganges zum punkt-
férmigen Teilchen oder einer ungeschickten Wahl
der Gesamtmasse. Fiithrt man diese Reduzierung
nicht durch, sondern behéilt die retardierten Felder
konsequent bei, so kann man, ausgehend von der
Lorentzschen Kraftdichte (I,1) zu einer Integral-
Differentialgleichung fiir die Teilchenbewegung
kommen, die die oben erwiahnten Méngel nicht ent-
hilt, sondern das Herglotz-Wildermuth erfiillt [3].

[3] D.J. Kaup, Phys. Rev. 152, 1130 (1966).



